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Einfacher Beweis eines Satzes von B. S. Kasin 
KÁROLY TANDORI 
1. In dieser Note werden wir einen einfachen Beweis für den folgenden Satz von 
KASIN [ 2 ] geben: 
Saz t . Ist p eine genügend grosse natürliche Zahl, dann gibt es ein orthonormiertes 
wobei CI, C2 positive, von p unabhängige Konstanten sind. 
(Vorher hat MENCHOFF [ 3 ] diese Behauptung für mit einer von p unabhängigen 
Konstante M ( > 1) beschränktes System gezeigt.) 
2. Zum Beweis benützen wir den folgenden: 
H i l f s s a t z . (S.z.B. [2], [3]) Es sei { g „ e i n System von Funktionen gn(x)£ 
€L2(0, 1), für welche Zahlen y¡ (i=l, •••, N—.1) existieren, mit 
Dann kann man die Funktionen gn(x) auf das Intervall [1,2M+1) derart fortsetzen, 
daß sie dort Treppenfunktionen sind, mit |g„(x)| = l , und im ganzen Intervall 
(0,2 M+1) ein orthogonales System bilden. 
3. Beweis des Sa tzes . Wir brauchen die Ideen von [4] und [2]. Wir gehen von 
einem Funktionensystem von KACZMARZ [ 1 ] aus. Es sei 
System von Treppenfunktionen <px(x), ...,q>2pi(x) im Intervall (0,1) mit den folgenden 
Eigenschaften: 
k , (* ) | = l (*€(0, 1); n = l , . . . ,2p 2 ) , 
o 
/„(*) = 2(k — p — n — l/2) 
1 
; k = l 4p; n = 1, 
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und wir setzen 
4 
«k,/ = f fk(x)f,(x)dx. 
0 
Dann gilt 
<1) ak,k — C3IP (k=l,...,2p). 
(Im folgenden bezeichnen C3, C4, ... positive, von p unabhängige Konstanten.) 
Ferner gilt für 
1 *P 1 ak,i = -7- 2 4 p „ t i (n —p — k — l/2)(n — p —/ —1/2) 
= 1 | { ! ! } = 
4p(k-l)n-ei\n-p-k-ll2 n—p —1 — 1/2 j 
1 f 3 p-k ] 3P-i j 1 
= 4p(k — l) L - J U ~ a = i ? P - , = 
1 F -P-L 1 3p—i 1 1 
= 4p(fc —0 t = 1 ^ _ f c l T ^ I 7 2 "n=3p'?fc+1"i^T72'J ' 
Daraus folgt 
< 2 ) - + 3 ^ T T T 2 " } - y 
Weiterhin, auf Grund der Definition ist 
<3) max ¿ / „ ( x ) ^ C 5 l o g p (*e(2,3)). 
Es sei 
gr+(S-i)PW = / » W (*e(0,4); r = 1, s = 1, ...,2p). 
Wir setzen 
y, = CJp (t = l , . . . , p - l ) , y^CJp* (i = p,..., 2p2 —l). 
Dann gilt 
1 2 % 1 = Q ( P - 1 ) / P + Q ( 2 P 2 - P ) / P 2 ^ c 6 . 1=1 
Auf Grund von (1), (2), und durch Anwendung des Hilfssatzes erhalten wir, daß die 
Funktionen g„(x) auf das Intervall [4, 2C6+4) derart fortgesetzt werden können, 
daß sie im Intervall (0, 2C6+4) Treppenfunktionen sind, dort ein orthogonales 
System bilden, und im ganzen Intervall (0, 2C6+4) die Ungleichung |gn(x) |ël 
.genügen. Dann bilden in (0, 1) die Treppenfunktionen 
h„(x) = g„((2C6+4)x) (x€(0, 1); n = 1, ...,2p2,) 
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ein orthogonales System und aus (3) folgen 
(4) mes {x € (0, 1): i max a J hn(x) ^ C5p log p j & C 7 , 
und 
(5) \h„(x) \^ l (x€(0, 1); n = 1,... , 2p2). 
Es sei 71; ..., IR eine disjunkte Einteilung des Intervalls (0, 1), so daß in jedem 
Intervall 7r jede Funktion h„(x) konstant ist. Es sei r (l^r^R) ein fester Index, 
und wir setzen Ir=(ar,br), h„(x) = e^ (x£Ir; n = \, ..., 2p2). Es seien weiterhin 
y}^(x) (/;= 1, ..., 2p2) stochastisch unabhängige Treppenfunktionen im Intervall 
(0,1) mit 
fX!,r\x)dx = 0 (n = 1,... , 2p2), 
<5 
wobei y^{x) den Wertbereich {1 — q^ ,' — 1 — f?£r)} besitzt*). Wir setzen 
xPU; x) 
•Mx~a'\ / n U - J ! 
x£lr 
sonst 
(n = 1,..., 2p2). 
Es sei endlich 
Vn(x) = K(x)+ 2 zir)(/,; *) (» = 1,... , 2p2). 
Oifensichtlich sind <p„(x) Treppenfunktionen, es gilt \(p„(x)\= I (x£(0, 1); « = 
= 1, ..., 2p2), weitherhin folgt für k ^ l : 
1 1 R 
f <Pk(x)(Pi(x)dx = f hk(x)h,(x)dx+ 2 f h(x)y}r\Ir\ x)dx + 
o o r = 1 ir 
+ 2 fxlr)Urlx)hl(x)dx + Z f Ztr)(/r; x)yP(/r; x)dx = r=1 j r=1 r 
= 2 elr)mes (/,) f yP(x) dx-t-i <?/'> mes (7r) / yP(x) dx + 
r= 1 0 r=l o 
R 1 + Z mes (7r) f yP(x) yj'\x) dx = 0. 
Also bilden die Funktionen q>n(x) ein orthonormiertes System in (0,1). 
Es sei 7P ein Intervall, für welches 
(6) max 
) Ist |e„ | = 1, dann soll man z„(x)=0 setzen. 
2K(x) 
n = 1 
sQpiogp (xeir) 
12 
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\x£L: ma l 13*3 x 2p s 2WKh\x) C 5 p logp /2}s 
2p s 
4 z f(yir)dr; x)Ydx/C!p2log2psc,mes(/r)/log2p. 
„=i f r 
Ist p so groß, daß 
gilt, so ist 
Cs/log2p = 1/2 
mes max *s2p2 Z <Pn(x) s Csp log P/2J s mes (/r)/2, 
auf Grund von (6) und (7). Daraus und aus (4) erhalten wir 
mes {x€(0, 1): ̂  max 
S t S 2 p 2 
Z<Pn(.x) S Q p l o g p / 2 } ^ C,/2. 
Durch Anwendung dieses Lemmas kann man den Satz von KASIN [2] leicht 
herleiten. 
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